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Die Abgabe der Lesungenist in Gruppen von zwei oder drei Studierendenmeglich (und
ereinsdit). Alle Gruppenmitglieder meissendie abgegelenen Aufgaben vortragen kennen.

AUF GABE 1 (4 Punkte):
Betrachte dasfolgendeNetzwerk:

Finde einenmaximalen Fluss von g nadh s. Begrunde Deine Wahl.

AUF GABE 2 (6 Punkte):
Fehre die folgendenVarianten des Flussproblemsauf die Standardwersion der Vorlesung
Zureick:

1. Sonvohl denKanten alsauch denKnoten sind Kapazitaten zugeordnetFer einenzulassi-
genFluss mussjetzt zusatzlich gelten:
X X
8v2vntqg: f(u;v) c(v) und f(qu) c(g);

u:(u;v)2E u:(q;u)2E
wobei c:V 7! Ny die Kapazitaten der Knoten angibt.
2. Es gibt mehrereQuellenund Senlen.

3. DasNetzwerk ist ungericitet. Gib eine Formalisierungfur dasProblem zur Beredinung
maximaler Flusseauf ungericiteten Netzwerken an, und felhre diesesProblem auf die
Variante zur Beretcinung von maximalen Flessenauf gericdhteten Netzwerken zureck.

AUF GABE 3 (4 Punkte):

Ein Gebaude sei durch ein Gitter modelliert. An m Punkten be nden sich Mensden, die
das Gebaude im Falle einesBrandes verlassenmeissen.Dazu meissensie mber einen Pfad
einen Randknoten erreichen. Es durfen jedoch keine zwei Fluchtwege gemeinsamePunkte
desGitters berutzen. Das folgendeBild zeigt einenbeispielhaftenFluchtplan:



O O l O

Modelliere das Fluchtproblem als Flussproblem.

AUF GABE 4 (6 Punkte):

Gegelen seidie Tabelle der Fu ball Bundesliga,die den Punktestand zu einembestimmten

Zeitpunkt wiedergibt sowie eine Liste der noch ausstehenderSpiele.Wir betrachten die alte

Zweipunkteregel,d. h. die siegreibie Mannsdaft erhalt zwei Punkte, der Verlierer keinenund

bei einem Unertschieden erhalten beide Mannsdaften je einen Punkt. Das Meisterschafts-
problem bestelt darin, zu entscheiden, ob eine gegelene Mannsdaft noch Meister werden
kann.

Modelliere das Meistershaftsproblemals Flussproblem.Funktioniert Deine Lesungaud mit

der Dreipunkteregel(Gewinner 3 Pkt., Verlierer O Pkt., Unerntschiedenje 1 Pkt.)?
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AUF GABE 5 (4 Punkte):

Welde der folgendenAussagensind richtig, weldhe falsch? Gib jeweils einenBeweis oder ein
Gegermeispielan.

1. Wenn alle Kanten einesNetzwerks paarweiseversdiedeneKapazitaten haben, so gibt
eseineneindeutig bestimmien minimalen Sdnitt.

2. Im Restnetzverk G; gilt rest(u;v) + rest(v;u) = c(u;v) fur jede Kante (u;v) 2 E.

3. Wenn alle Kantenkapazitaten mit einer beliebigenpositiven Zahl multipliziert werden,
andert sich der minimale Scnitt nicht.

4. Wenn zu allen Kantenkapazitaten eine beliebigepositive Zahl addiert wird, andert sich
der minimale Scnitt nicht.

AUF GABE 6 (6 Punkte):

Die ESA medte auf einem Weltraum ug eine Reihe von Experimerten E := fEq;:::;ELQ
durchfehren. Fur die Durchfehrung der Experimerte stehendie Instrumente | := fl4;:::; 10
zur Verfugung, die jeweils Kosten c;;:::; ¢y verursadien, wenn sie auf den Flug mitgenom-
men werden. Fur die Durchfeahrung von Experimert E; 2 E wird eine TeilmengeT; | der

Instrumente bersotigt. Um die Kosten zu deden, wirbt die ESA fur jedesExperimert E; 2 E
einenSponsoran, der das Experimert mit d; bezusbusst.

Wie kanndie ESA die Projekte soauswahlen,dassder Gewinn (=Summe der Sponsorengelder
minus Kosten der netigen Instrumente) maximiert wird?

Betrachte ein Netzwerk mit Quelle g und Senle s, einemKnoten fer jedesExperimert und
einem Knoten fur jedesInstrument. Die Quelle ist mit den Instrumenten wber eine Kante
verbunden, deren Kapazitat den Kosten desInstruments ensprecden. Analog ist die Senle
mit Experimerten verbunden,und die Kapazitaten dieserKanten ertsprechen den Sponso-
rengeldern.Kanten unbestirankter Kapazitat verbindenInstrumente mit den Experimerten,
in denensie benotigt werden.

(a) Betrachte einenSdnitt (Q;S) endlicher Kapazitat. Zeige,dassT; S, fallsE; 2 S.
(b) Wie kann man den Nettogewinn anhand desminimalen Scnittes beretcinen?

(c) Finde einen Algorithmus, der entscheidet, welthe Experimerte durchgekhrt werden
sollenund analysieredessern_aufzeit.



AUF GABE 7 (4 Punkte):
Beweiseformal Beobattung 2 aus dem Skript: Fuer jedenFlussf und jeden Scnitt (Q;S)

gilt w(f) = f(Q;S) dQ;9).

AUF GABE 8 (6 Punkte):
Zeige,dasseseinen Graphen und eine unendliche Sequenzvon Fv-Wegengibt, so dassder
Gesant uss nicht gegenden maximalen Fluss konvergiert.

(a) Betrachte denfolgen Graphen:

a 1
b 1
C p§ )
d 1

Dieser Graph ist zunadcst noch keine zulassigeEingabe fur das Flussproblem(Multi-
kanten, eingehendeKanten in der Quelle). Dennach lat sich die De nition desFlusses
und von Fv-Wegeneinfad ebertragen. Zeigezunadst, dassesin diesemGrapheneine
unendliche Sequenzvon Fv-Wegengibt, die gegenden maximalen Fluss konvergiert,
ohneihn zu erreichen.

(b) ErweiteredenGraphenso,dasssich der maximale Flussvergre ert, aber die unendliche
Sequenzmoch immer meglich ist.

(c) Erweitere die Konstruktion nun so, dasseskeine Multik anten mehr gibt und es nicht
mehr netig ist, Knoten auf Fv-Wegendoppelt zu besuten. Trotzdem soll eine unend-
liche Sequenavon Flusswergre erungen erhalten bleiben.
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AUF GABE 9 (5 Punkte):
Lesedie beidenfolgendenProblememit Hilfe von Algorithmen fer maximale Matchings oder
Flusse.

(&) Eine Gruppe von p Familien geit zum Essen.Um die sozialelnteraktion zu erhehen,
wollen sie sich so auf q Tische verteilen, dasskeine zwei Mitglieder derselten Familie
an einemTisch sitzen. Familie i hat a(i) Mitglieder und Tisch j hat b(j) Platze. Falls
meglich, nde einezulassigeZuordnung von Personenzu Tischen, die diese<Ziel erfuillt.

(b) Gegelen seieneine Mengevon m Studierenden,die auf k UYbungsgruppen verteilt wer-
den sollen. Alle Studierendenwahlen Ubungsgrupen aus, denensie zugeteilt werden
kennen.Gesudt ist eine Zuordnung von Studierendenzu Ubungsgrupgen, die die ma-
ximale Ybungsgruppengm® e minimiert.

AUF GABE 10 (2 Punkte):
Die symmetrishe Dierenz  ist deniert alsA B = (A[ B)n(A\ B). Zeige,dass
assoziativist, d.h. fur MengenA;B;Cgqgit (A B) C=A (B OC).

AUF GABE 11 (8 Punkte):

(a) Sei M ein inklusions-maximalesMatching und M ein maximum Matching. Zeige:
M j 2 jMj.
Tipp: Wenn man die richtige Idee hat, gibt eseinenrett kurzen Beweis.

(b) Warum ist ein Sperr uss aud im Niveaunetzverk nicht immer aud ein maximaler

Fluss?Gib fur jedesk 2 N ein Niveaunetzverk G mit O(k) Kanten,an, sodassin G
ein Sperr uss der Kapazitat 1 existiert, der maximale Flussaber ( = k) betragt.

(c) Warum sind Teil (a) und Teil (b) zu einer Aufgabe zusammengefasst®as ist die
Bezielung zwisden inklusions-maximalenMatchings und maximum Matchings auf der
einen Seiteund Sperr ussenund maximalen Flessenauf der anderenSeite?

AUF GABE 12 (5 Punkte):
Zeige,dassdasgewititete maximum Matching Problem und dasMin-cost Matching Problem
aufeinanderpolynomiell reduzierbarsind.

(a) Reduzieredie beiden Probleme aufeinander unter der Annahme, dass die Graphen
vollstandig sind.

(b) Reduzieredie Varianten fur allgemeine Graphen auf die Varianten fur vollstandige
Graphen.
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AUF GABE 13 (5 Punkte):
Betrachte dasfolgendeLP:
Maximiere die Zielfunktion

f(X) = X+ Xz

unter den Neberbedingungen

Xo 6 (l)
2 X1+ 3 X 28 (2)
2 X1+ Xo 20 3)

(a) LesedasLP graphisd.
(b) Entferne die Neberbedingung(2). Was passiertmit der Lesung?

(c) Entferne die Neberbedingung(3). Was passiertnun mit der Lesung?

AUF GABE 14 (5 Punkte):

Mul ticommodity-Flo  w{Probleme sind Erweiterungendes einfadien Flussproblemsund
lassensich wie folgt umsdireiben: Es gibt mehrereQuelle-Senk-Paare(g;si), 1 1 |, zwi-
sthendenenjeweilsein Flussf; iet. Die Kantenkapazitaten bestiranken dann den Gesant-
uss aller ,Commadities\ (Guter) mber die jeweilige Kante. Wir betrachten zwei Varianten,
die sich in der zu maximierendenGre e unterscheiden:

1. Absolute Variante: Maximiere den Gesant uss, alsodie Summeder Flusse.

2. Relative Variante: Es gibt zusatzlich Bedarfed;, 1 i |, die denFlussderjeweiligen
Commadity bestiranken. Der relative Fluss fuar Commadity i ist fi=d. Maximiere das
Minimum der relativen Flesse.

Formuliere beide Varianten als LP und bringe siein Normalform.

AUF GABE 15 (5 Punkte):

Zeige, dassder Matching-Algorithmus von Hopcroft und Karp dem Flussalgorithmus von
Dinic entspricht.

(a) Beweise,dasseine maximale Menge keirzester knotendisjunkter Wegeim gericteten
Graphen Gy einemSperr uss im NiveaugraphenR, ertspricht.



(b) Beweise,dassein Sperr uss im NiveaugrapherR{, einer Mengeknotendisjunkter Wege
in Gy enspricht.

AUF GABE 16 (5 Punkte):

Betrachte dasProblemBipar tit-Ver tex-Co ver : SeiG = (U[ W; E) ein bipartiter Graph.
Finde eine kleinste KnotenmengeC U [ W, sodassfur alle Kanten (u;w) 2 E gilt u2 C
oderw 2 C.

Beweise: Wenn C eine kleinste Knotenmenge mit der obigen Eigensdaft ist und M ein
maximum Matching auf G ist, dann gilt jCj = jMj. In Worten: Zeige ,Minimum-Vertex-
Cover=Maximum-Matching\ .

Tipp: Benutze das, Min-Cut=Max-Flo wA {Theorem.
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AUF GABE 17 (2 Punkte):

Betrachte einen naiven Algorithmus zur Lesungvon LPs. Der Algorithmus beredinet alle
Sdnittpunkte der Hyperebenenund beredinet den Wert der Zielfunktion, falls der Sdnitt-

punkt ein Knoten desLesungsplyhedronsist. Sdlie lic h liefert er einen Knoten mit maxi-
malem Zielfunktionswert. Wieviele Scnittpunkte gibt eshedstens?Beurteile die E zienz

desAlgorithmus.

AUF GABE 18 (5 Punkte):
Finde ein LP, fur dasder Simplex-Algorithmus exponertielle Laufzeit haben kann.

(a) Betrachte den n-dimensionalenHyperweirfel. Finde Neberbedingungen,so dass das
Lesungsmlyhedron diesemWerfel entspricht.

(b) Die Zielfunktion kann durch eineGerade(mit Richtung) im R" reprasettiert werden.Es
ist daherausreitiend, zwei Punkte P, und P, anzugelen, die dieseGeradebestimmen.

Finde durch Angabe von P; und P, eine geeigneteZielfunktion, so dasses

(c) einenexponertiell langen(in n) kreisfreienWegvon P, nach P, gibt, auf demsich der
Wert der Zielfunktion nicht verkleinert. Wie sieht dieserWegaus?

Tipp 1: P; und P, sind Knoten desWeurfels.
Tipp 2: Gehezur Konstruktion desWegesinduktiv vor.

Diese Konstruktion heit Klee-Minty-Cube und kann audch noch so verandert werden, dass
die Wegeedt verbesserndsind.

AUF GABE 19 (7 Punkte):
Wir betrachten LPs von besonderseinfachem Charakter und zeigen,dassdiesemit einem
Algorithmus fur das Kerrzeste-\\ege-Problemgelost werden kennen.

Betrachte ein LP mit n Variablen und m Neberbedingungen,bei dem die Neberbedingungs-
matrix in jeder Zeile genaueine 1l und eine 1 erthalt. Dann haben die Neberbedingungen
die Form

Xj X b
Es handelt sich alsoum Di erenzb edingungen.Betrachte den gewiditeten gerichteten Gra-
phenG = (V;E), der einenKnoten fur jede Variable enthalt savie einenzusatzlichen Start-
knoten vy. Die Neberbedingungenwerdenzu gerichteten Kanten und je eineKante verbindet

E = f(vi;vi)iX X b ist eineNeberbedingung [



der zugehorigen Neberbedingungist, und die Kanten (vo;Vv;), 1 i n haben das Gewidt
w(vo; Vi) = 0. Zeige:
C;:::;Xp + C) fur beliebigesc 2 R eine zulassigelL esung.

(b) Falls G keinenKreis mit negativem Gesantigewicht erthalt, ist der Vektor

eine zulassigeL osung,wobei d(v; w) die LangeeineskerzestenWegeszwisdien v und
w in G ist.

(c) Falls esin G einenKreis mit negativem Gewidt gibt, existiert keine Lesung.
(d) Gib einenAlgorithmus an, um dasLP zu lesenund analysieredesserLaufzeit.
AUF GABE 20 (6 Punkte):
Formuliere die folgendendrei Problemeals ILP:
(a) SAT,
(b) Travelling SalesgrsonProblem (TSP),
(c) Spanrbaum.
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Dasim Algorithmus SeideLPverwendeteL esungsknzeptkann aud auf andereProblemstel-
lungen angevendet werden. Wir geben ein Beispiel. Aufgaben 21 bis 24 auf diesemZettel
beziehensich auf denim FolgendenbestriebenenAlgorithmus.

Gegelen sei eine MengeM mit m Punkten im RY. Wir suden die kleinste umsdlie ende
Kugel fur die Punkte in M. DieseKugel bezeitinen wir mit ball(M). Eine MengeB M

bezeitinenwir alsBasisvon M, falls ball(M) = ball(B) gilt. Man kann zeigen,dassesimmer
eine Basisder Kardinalit at hechstensd + 1 gibt. Wir sudien eine minimale Basis, also eine
Basis, aus der kein weiterer Punkt entnommen werden kann, ohne die Basiseigenduaft zu
zerswren. Die minimale Basismu nicht eindeutig sein. Falls eine minimale BasisB bekannt

ist, kennenwir die gesubite Kugel ball(B) = ball(M) leicht beredinen. Deshalbsind wir an
einer minimalen Basisinteressiert.

Der folgendeAlgorithmus liefert zu einer Punktmenge M eine minimale Basis B. Der Al-

gorithmus ist rekursiv. Als Eingabe erhelt der Algorithmus eine Punktmenge M sowie eine
schonteilweiseberetinete minimale BasisB . Der Algorithmus soll dieseTeilbasissoerganzen,
dasssie am Ende einer vollstandigen minimalen Basisfur die Punkte in B [ M ertspricht.

Der initiale Aufruf startet mit B = ;. Im Verlauf des Algorithmus werden nach und nach
geeignetePunkte von M nad B verstioben, bis B zu einerminimalen Basisherangevacisen
ist. Ein Algorithmus zur Beretinung der Funktion ball(B) seibereits de niert.

Algorithm us minB asis(M; B)

if M =; then
return B
else

Wahle einenPunkt p2 M zufallig gleichverteilt
Beredine rekursiv B%:= minB asis(M nfpg;B)
if p2 ball(BY then
return B°
else
return minB asis(M nfpg;B [ fpg)
end if
end if

AUF GABE 21 (2 Punkte):
Zeige,dassdie minimale Kugel eindeutig bestimnt ist.
Tipp: Widersprudsbeweis.

AUF GABE 22 (5 Punkte):
Warum beredinet der Algorithmus minB asis(M ;) eine eine minimale Basisvon M ?



(a) Vereinfate zunadhst und beweise die Korrektheit unter der Annahme, dasses eine
eindeutigeminimale BasisB gibt.

(b) Gib ein Beispielfur die Existenz mehrererminimaler Basen.

(c) Begrande die Korrektheit desAlgorithmus audch bei der Existenz mehrerer minimaler
Basen.

AUF GABE 23 (4 Punkte):

Beredine die erwartete Laufzeit des Algorithmus minBasis unter der Annahme, dassalle
einfadhen Sdiritte wie etwa das Entfernen und Hinzufegen von Punkten zu Mengen oder
aud der Test p 2 ball(BY in Zeit poly(d) ausgeéihrt werden kennen, wobei poly() eine
geeignetepolynomielle Funktion ist.

AUF GABE 24 (4 Punkte):
Esgibt zahlreihhe anderegeometristie Probleme,die nach demgleichen Prinzip gelostwerden
kennen.

(a) Beispielsveiseist die Greo e der minimalen Basisbei volumen-minimalenEllipsen hedhs-
tens d(d + 3)=2. Wie wirkt sich die Basisg® e im Allgemeinen auf die Laufzeit des
Algorithmus minBasis aus?

(b) Wie kennte man die ,Basid beim Algorithmus SeideLPzur Lesungvon Linearen Pro-
grammende nieren?

AUF GABE 25 (5 Punkte):
Seif (d)=d f(d 1)+ d?+ dundf (1) = 1. Zeige,dasseseine Konstante kq > 0 gibt, so
dassf (d) kod! fur alled 1 gilt.
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AUF GABE 26 (5 Punkte):

Eine Variante desrandomisierten Min-Cut-Algorithm us wahle nicht, wie mblich, zufallig ei-
ne Kante, um diesezu kontrahieren, sondernwahle uniform zufallig zwei Knoten aus, und
verstimelze sie zu einem einzelnenKnoten. Zeige,dasses Eingaben gibt, auf denendieser

modi zierte Algorithmus nur mit exponertiell kleiner Wahrsdeinlichkeit einen minimalen
Sdnitt ndet.

AUF GABE 27 (5 Punkte):
Betrachte einenGraphenmit n Knoten.

(a) Wie kann man mit Hilfe von O(n?) Aufrufen einesMax-Flow-Algorithmus den Min-Cut
beredinen?

(b) Geht dasauch mit nur n 1 Aufrufen?

AUF GABE 28 (5 Punkte):
Sein die Anzahl der Knoten in einem Graphen.

(a) Finde einenGraphen,in dem es% versdhiedeneminimale Sdnitte gibt.

(b) Zeige,dassesnicht mehr als ”(”—21) verstiedeneminimale Sdnitte geben kann.

AUF GABE 29 (5 Punkte):

Nadchdemein Sti einenHafenangelauferhat, gehendie 40 Matrosenerholungssubendnach
langen Wochen auf Seevon Bord. Spater in der Nadt kehren sie nacheinander zureick und
wahlen,dasienicht mehr zu weitergehendeOrientierung fahig sind, zufallig eineleereKajute
aus,um darin die Nadht zu verbringen. Wie gro ist die erwartete Anzahl von Matrosen, die
in ihrer eigenenkKajute stlafen?
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AUF GABE 30 (4 Punkte):
Betrachte die Rekursionsformel

T(ny= 2T 1+ pn—é + nZ

LeosedieseRekursionsformelnadh dem ,Kochrezept (Seite 22) im Skript.

AUF GABE 31 (3 Punkte):

Wie kann man in Zeit O(n) die Kontraktion einer Kante, insbesondereauch die Auswahl der
Kante, implemertieren. Weldche Datenstrukturen kann man berutzen?

Gehedavon aus, dasses meglich ist, in konstarter Zeit eine Zahl zufallig gleichverteilt aus

AUF GABE 32 (6 Punkte):

Wir gennenuns einenalternativen Blick auf den Rekursionsbaumdes Algorithm us fastcut.
DieserBaum ist ein vollstandiger Binarbaum der Hohe (log n). Angenommen,jede Kante
in diesemBaum bricht mit Wahrsdeinlichkeit g, und seig= 1 qg. Seip(k) die Wahrsdein-
lichkeit, dasses einen Pfad von einem gegelenenKnoten v der Hehe k zu einem Blatt im
Teilbaum unterhalb von v gibt, wobei Blatter die Hohe 0 haben. Wir habenin der Vorlesung
gesehendass

pk)=1 (1 q pk 1)
fur k  1ist, und p(0) = 1. Au erdem haben wir dieseRekurrenzfer denFall q= 1 gelst
und gezeigt,dassin diesemFall p(k) = ( 1) ist.
(a) Angenommen,q= 1. Zeige:p(k) = O(3%).

(b) Angenommen,q = % , fur konstartes > 0. Zeigep(k) ¢, wobei c 2 (0;1) ein
geeigneterkonstarter Termiist, d.h. ein Term, der nur von aber nicht von k abhangt.

(© Ang'enommen,q = % + ., fgr konstartes > 0. Zeigep(k) cX, wobei c 2 (0;1) ein
geeigneterkonstarter Term ist.

AUF GABE 33 (3 Punkte):

Die Losungfer Aufgabe 32(b) zeigt, dassman die Erfolgswahrsdeinlichkeit von Algorithmus
fastcut signi kant erhehen kann, wenn man die Fehlerwahrsdheinlichkeit g nur ein wenig
verringert. Zum Beispiel, wenn wir Zeile 3 desAlgorithmus in

t ;= dl+ 0:8ne



verandern, dann ist q = 0:8% = 0:64 und die Lesungfur Aufgabe 32(b) zeigt, dassfastcut
konstarte Erfolgswahrsdeinlichkeit erreicht. Ist dieseVeranderungalso eine gute Idee?

AUF GABE 34 (4 Punkte):

Betrachte einenKreis mit Umfang 1. Auf diesenKreis werdenzufellig gleidverteilt n Punkte
geworfen.

(a) Wie gro ist die erwartete Intervalllange?

(b) Wie gro ist die erwartete Langedesintervalls, in dem der 12-Uhr-Punkt liegt?

Tipp: Esist keinelange Redinung notwendig.
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AUF GABE 35 (5 Punkte):
Anlasslih der Fussball EM stedkt in jedem Duplo einesvon n Sammelbildden (zufallig

gleichverteilt). Wie viele Duplos musst Du im Erwartungswert kaufen, bis Du alle Bilder
zusammenhast?

(a) SeiT,; die Anzahl von Duplos, die Du kaufenmusst, wenn Du bereitsi Bilder gesammelt
hast, um ein neuesBild zu erhalten. Wie gro ist E[T;]?

(b) Sei T die erwartete Anzahl von Duplos bis zum Erhalt aller Bildchen. Wie gro ist
E[T]?

Tipp: Berutze die Linearitat desErwartungswertesund die harmonisde Reihe.

(c) Zeigezustzlich: T = O(nlogn) mit hoher Wahrsdeinlichkeit.

AUF GABE 36 (5 Punkte):

Gegelenseiein LasVegasAlgorithmusA. Seif (n) eineobereSdranke fer die erwartete Lauf-
zeit von A bei Eingabegm® e n. Um Algorithmus A mit derim Skript besdiriebenenMethode
in einenMonte Carlo Algorithmus B mit Erfolgswahrsdeinlichkeit B zu transformieren,der
eine Erfolgswahrsdeinlichkeit von 99; 9% hat, mussder Algorithmus fer 1000 f (n) Sdritte
laufen. Geht das mit Hilfe von Wahrseinlichkeitsampli k ation auch sdneller?

AUF GABE 37 (5 Punkte):

Wir werfenn Balle uniform zufallig in n Kisten. SeiA; = A;(n) die Anzahl der Kisten mit i
Ballen.

(a) Analysiere die erwartete Anzahl der Kisten, die keinen Ball erhalten. Beretine insbe-
sonderelim,;  E[Ao=n]. Hinweis: Beredine zunacdst die Wahrsdeinlichkeit, dasseine
Kiste leer bleibt. Die Gleichung limy;; (1 I)* = 1 ist dabei nutzlich. Aus dieser
Wahrsdeinlichkeit lasstsich der gesubte Erwartungswert mit Hilfe der Linearitat des
Erwartungswertes herleiten.

(b) Beredinelimy,; E[A;=n], fur festesi 1. Hinweis: Gib ahnlich wie in Aufgabe (a) vor.

Verwende Binomialkoe zien ten zur Beredinung der Wahrsdeinlichkeiten. Fur festes

i Ogilt limy; (1 %)X = %
AUF GABE 38 (5 Punkte):

Drei Freunde (Andreas, Barbel und Christian) nehmenan einer Fernsehshw teil. In der
letzten Runde wird jedemder drei Freundeein Hut mit einer zufalligen Farbe aufgesetzt,rot
oder gren, jeweils unabhangig mit 50% Wahrsdeinlichkeit.



Jederder drei sielt die Farben der anderen,nicht aber seineeigene,und darf einenverded-
ten Tipp mber die Farbe des eigenenHutes abgelen oder sich erthalten. Die drei Freunde
gewinneneine Ka eemasdine, wenn mindestenseiner von ihnen einenrichtigen Tipp abgibt
und keiner einenfalsden Tipp.

Wie sollensich die drei Freunde verhalten und weldhe Erfolgswahrsdeinlichkeit kennen sie
bei gesbickter Strategiewahl erzielen?{ Unterhalten und Zeichengelen wahrend des Spiels
sind verboten. Vorabspratien zur Verabredungeiner Strategie sind erlaubt. Behauptung:
weit mehr als 50% Erfolgswahrsdeinlichkeit sind meglich.



Berthold Veding Dortmund, den 24. Juni 2004
Simon Fischer, Christine Heller Abgabe 1. Juli 2004um 14:00
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AUF GABE 40 (5 Punkte):
Betrachte die drei Varianten von Ver tex-Co ver Probleme

EV C { Entscheidungswariante: , Gibt esein Vertex Cover der Kardinalit at kA
OV C { Optimierungs\ariante: ,, Welde Kardinalit at hat das kleinste Vertex-Cover?2

MinV C { Konstruktion der Lesung:,Finde eine kleinstes Vertex-Cover und gib es
aus\

Zeige,dassdie Varianten polynomiell aufeinanderreduzierbar sind. (Dabei ist die Richtung
MinV C) OVC ) EVC trivial)

(&) Nimm an, dassDu einen Algorithmus fur EV C mit Laufzeit poly(n) zur Verfagung
hast. Gib einen Polynomialzeitalgorithmus far OV C an.

(b) Nimm an, dassDu einen Algorithmus fur OVC mit Laufzeit poly(n) zur Verfugung
hast. Gib einen Polynomialzeitalgorithmus fer MinV C an.

Zeigejeweilsaud die Korrektheit und begrande, warum der konstruierte Algorithm us wieder
polynomielle Laufzeit hat.

AUF GABE 41 (5 Punkte):

(a) Finde einenGraphen,fur dender vorgestellte Algorithm us Approx-VC ausdem Skript
immer eine suboptimale Lesungliefert.

(b) Betrachte denGreedy-Set-Cwoer Algorithm usausdem Skript. Finde eineKlassevon un-
gewidtiteten Set-Cover Instanzen,fur die die erreichte Approximationsgeite nur O(logn)
ist.

AUF GABE 42 (5 Punkte):

Wir werfennlogn Balle in n Kisten. Im Erwartungswert erhalt jede Kiste o ensichtlich logn
Balle.

Zeige:In der Kiste mit den meistenBallen landen ebenfalls nur O(logn) Balle m.h. W.
Tipp: Folgedem Beweisvon Satz 10 aus dem Skript.

AUF GABE 43 (5 Punkte):
DerrandomisierteRouting-Algorithm us beretinet Wegemit CongestionO(optlogm) m. h. W.
Der Algorithmus geht davon aus, dassalle Kanten gleidhartig sind. Diesist hau g nicht der



Fall, sondernKanten haben beispielsveiseBitraten. DieseBitraten modellierenwir in Form
von Kantengewiditen b: E ! N. Die Congestioneiner Kante e de nieren wir ensprecend

als co - X o

i2[k]:e2 P; ue)
Kanten mit hehererBitrate kennenalsobei gleicher Congestionmehr Daten ubertragen.Im
gleichen Sinneandernwir dasLP fer das Mehrgeter ussproblem. Dadurch erhalten wir die

modi zierte Bedingung X

8e2E: f. 0 c
_ ~c(e)
i2[K]

Alle anderenDetails lassenwir zunadst unverandert.

(a) Besdireibe ein einfachesBeispielnetzverk mit einemFluss, sodassnad demrandomi-
sierten Runden die Congestionmit Wahrsdeinlichkeit % aufopt(m 1) ansteigt.
Tipp: Das Netzwerk ist ein gerichteter Multigraph bestehendaus nur zwei Knoten mit
m parallelen Kanten mit geeignetenGewidten.

(b) Wo versagt der in der Vorlesung prasertierte Beweis, wenn man gewiditete Kanten
erlaubt?

(c) Wir stellenunsvor, ein Orakel verrat uns die optimale Congestion,also den Wert von
opt. Wie kennen wir den Algorithmus reparieren, so dasswir wieder eine O(logm)-
Approximation erhalten?

Tipp: Modi ziere daslineare Programm. Weldhe Kanten sollten fer welche Commadity
verboten werden?



Berthold Veding Dortmund, den 8. Juli 2004
Simon Fischer, Christine Heller Abgabe 15. Juli 2004um 14:00
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AUF GABE 44 (5 Punkte):

Ein FPAS ist ein Approximationsstiema fer ein Optimierungsproblem , dessenLaufzeit
polynomiell savohl in jl j alsaudh in 1= ist, wobei |l eineEingabefur und denFehlerpa-
rameter bezeitinet. Beatte, dassdie Laufzeit einesFPAS polynomiell im Wert von 1= sein
darf, und nicht polynomiell in der Langeder Binardarstellunglog(1=).

Seiein SuperPAS ein Approximationssdiema, dessenLaufzeit polynomiell sovohl in jlj als
aud in log(1=) ist. Zeige,dassunter den Annahmenvon Satz 12 aus Kapitel 4 gilt: Falls
NP-hart ist, hat  kein SuperPAS.

Daraus folgt, dassNP-harte Probleme kein SuperPAS erlauben, und daher ein FPAS das
bestmegliche Approximationsstiema darstellt.

AUF GABE 45 (5 Punkte):
Fer das Sdeduling-Problem auf m Masdinen seienn = 2m Jobs gegelen, und es gelte

P P2 i Pn.
(a) Angenommenman wei, dassder optimale Stedule jeder Masdine genau2 Jobs zu-
ordnet. Zeige,dassdie Zuordnung ,Masdine i bekommt die Jobsi undn i+ 1\ (fur
i = 1:::m) ein optimaler Scheduleist.

(b) Es seiennun beliebig viele Jobs pro Masdine erlaubt, wobei insgesar weiterhin 2m
Jobs vorhandensind. Zeige:Es gibt eine Eingabe, fur die die Heuristik Longest Pro-
cessingTime (LPT) nicht optimal arbeitet.

AUF GABE 46 (5 Punkte):

(&) Gib einen pseudomlynomiellen Algorithmus zur Lesung des Minimum Makesp an
Scheduling Problemsauf m = 3 Masdinen an.

Tipp: De niere einebooleste Funktion f folgenderma en.Esgilt: f (a;; ay;as;i) = 1,
JFullstand (ap; ap; ag) ist exakt erreichbar mit denJobs1:::i\.

(b) Entwirf unter Verwendung desAlgorithmus aus (a) ein FPAS zur Approximation des
Minimum Makesp an Scheduling Problemsauf 3 Masdinen.

(c) Wie steht diesim Verhaltnis zur starken NP-Harte von Minimum Makesp an Sche-
duling ?

AUF GABE 47 (5 Punkte):
(a) Zeige,dassdasallgemeineTSP stark NP-hart ist.
Tipp: ReduziereHamil ton-Kreis auf das TSP in unarer Codierung.

(b) Gilt obige Aussageaud fur das metrische TSP?
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AUF GABE 48 (6 Punkte):
Beweise die drei Satze auf Seite 8 des Skripts. Alle drei Satze beziehensich auf Online-
Algorithmen fur das Paging-Problem.

(a) FIFO ist kein Marking-Algorithm us.
(b) FIFO ist (dennach) k-competitiv e.

(c) LIFO ist nicht competitive.

AUF GABE 49 (5 Punkte):

Betrachte das folgendeProblem: Von zwei Rednern a und b aus soll auf eine gemeinsame
Datei zugegri en werden.Die Datei kann ertwederauf Redner a oder auf Rediner babgelegt
werden.

Wird auf die Datei zugegri en, wahrend sie auf dem eigenenRedner liegt, verursatit dies
keine Kosten. Wird auf die Datei zugegri en, wahrend sie auf dem ertfernten Redner liegt,
verursadit dies Kosten 1. Zusaitzlich besteti die Meglichkeit, eine Kopie der Datei auf dem
lokalen Redner anzulegenund die Versionauf dem entfernten Redner zu lesdien. Dies ver-
ursadit zusatzlich Kosten 1. Dadurch kennenmeglicherweisein der Zukunft Kosten gespart
werden. Megliche Eingabesequenzesind Sequenzervon Zugri en der beiden Redner, also
Woerter uber f a; bg.

Finde einenonline-Algorithmus, der 4-competitiv e ist und beweisedies.

AUF GABE 50 (5 Punkte):

Betrachte das Inter vall Rucksack Pr oblem : Wie beim bekannten Rucksa ck Pr o-
blem sind n Objekte mit Nutzen-und Gewittswerten gegelen. Zusatzlich zu der bekannten
oberen Gewithtssdranke G; gibt esnun noch eineuntere Gewiditssdiranke G,. Gesudit ist
eine Bepakung mit maximalem Nutzen, die beide Gewichtssdiranken respektiert.

(a) Finde einen pseudomlynomiellen Algorithmus fer das Inter vall Rucksack Pr o-
blem .

(b) Zeige,dassesfur kein (n) > 0 einen Algorithmus gelken kann, der in polynomiell
vielen Sdrritten eine (n)-Approximation fer diesesProblem berednet, es sei denn,
P=NP.



AUF GABE 51 (4 Punkte):

Du medtest in den Semesterferieran der Adria Surfen lernen. Du hast die Meglichkeit,
ein Surfbrett fur 30 pro Tag oder fur 330 fur die ganzeSaisonzu mieten. Wenn Du das
Surfbrett gleich am ersten Tag fur die ganze Saisonmietest, kennte es passieren,dassDu
feststellst, dass Surfen nicht Deine Sade ist. Du hattest dann Kosten von 330 , obwohl
30 ausreitiend gewesenwaren, d. h. einenVerlustfaktor von 11. Deine Entscheidung wird
dadurch erstwert, dassDu jedenTag mit dem Einsetzender jahrlichen Algenplagerecinen
musst, so dassDu nicht weit, wie lang Dein Urlaub noch dauert. Es sdeint, egalwie Du
Dich verhaltst, Deine Entscheidungist beliebig scledt.

Finde eine Strategie, bei der Du hedhstensdoppelt soviel ausgelen musst wie jemand, der
die Zukunft kenrt, alsogenauwei, an welthem Tag die Algenplageeintreten wird.



