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Die Abgabe der L•osungenist in Gruppen von zwei oder drei Studierendenm•oglich (und
erw•unscht). Alle Gruppenmitglieder m•ussendie abgegebenenAufgaben vortragen k•onnen.

A UF GABE 1 (4 Punkte):
Betrachte das folgendeNetzwerk:
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Finde einenmaximalenFluss von q nach s. Begr•unde Deine Wahl.

A UF GABE 2 (6 Punkte):
F•uhre die folgenden Varianten des Flussproblemsauf die Standardversion der Vorlesung
zur•uck:

1. Sowohl denKanten alsauch denKnoten sindKapazit•atenzugeordnet.F•ur einenzul•assi-
genFluss mussjetzt zus•atzlich gelten:

8v2 V nf qg:
X

u:(u;v )2 E

f (u; v) � c(v) und
X

u:(q;u)2 E

f (q; u) � c(q);

wobei c: V 7! N0 die Kapazit•aten der Knoten angibt.

2. Es gibt mehrereQuellenund Senken.

3. DasNetzwerk ist ungerichtet. Gib eineFormalisierungf•ur dasProblem zur Berechnung
maximaler Fl •usseauf ungerichteten Netzwerken an, und f•uhre diesesProblem auf die
Variante zur Berechnung von maximalenFl •ussenauf gerichteten Netzwerken zur•uck.

A UF GABE 3 (4 Punkte):
Ein Geb•aude sei durch ein Gitter modelliert. An m Punkten be�nden sich Menschen, die
das Geb•aude im Falle einesBrandes verlassenm•ussen.Dazu m•ussensie •uber einen Pfad
einen Randknoten erreichen. Es d•urfen jedoch keine zwei FluchtwegegemeinsamePunkte
desGitters benutzen. Das folgendeBild zeigt einenbeispielhaftenFluchtplan:



Modelliere dasFluchtproblem als Flussproblem.

A UF GABE 4 (6 Punkte):
Gegeben sei die Tabelle der Fu�ball Bundesliga,die den Punktestand zu einembestimmten
Zeitpunkt wiedergibt sowie eineListe der noch ausstehendenSpiele.Wir betrachten die alte
Zweipunkteregel,d. h. die siegreiche Mannschaft erh•alt zwei Punkte, der Verlierer keinenund
bei einem Unentschieden erhalten beide Mannschaften je einen Punkt. Das Meisterschafts-
problem besteht darin, zu entscheiden, ob eine gegebene Mannschaft noch Meister werden
kann.
ModellieredasMeisterschaftsproblemals Flussproblem.Funktioniert DeineL•osungauch mit
der Dreipunkteregel(Gewinner 3 Pkt., Verlierer 0 Pkt., Unentschieden je 1 Pkt.)?
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A UF GABE 5 (4 Punkte):
Welche der folgendenAussagensind richtig, welche falsch? Gib jeweils einenBeweisoder ein
Gegenbeispielan.

1. Wenn alle Kanten einesNetzwerks paarweiseverschiedeneKapazit•aten haben, so gibt
eseineneindeutig bestimmten minimalen Schnitt.

2. Im Restnetzwerk Gf gilt r est(u; v) + rest(v; u) = c(u; v) f•ur jede Kante (u; v) 2 E.

3. Wenn alle Kantenkapazit•aten mit einer beliebigenpositiven Zahl multipliziert werden,
•andert sich der minimale Schnitt nicht.

4. Wenn zu allen Kantenkapazit•aten einebeliebigepositive Zahl addiert wird, •andert sich
der minimale Schnitt nicht.

A UF GABE 6 (6 Punkte):
Die ESA m•ochte auf einem Weltraum
ug eine Reihe von Experimenten E := f E1; : : : ; Eng
durchf•uhren.F•ur dieDurchf•uhrung derExperimente stehendie Instrumente I := f I 1; : : : ; I mg
zur Verf•ugung, die jeweils Kosten c1; : : : ; cm verursachen, wenn sie auf den Flug mitgenom-
men werden.F•ur die Durchf•uhrung von Experiment E i 2 E wird eineTeilmengeTi � I der
Instrumente ben•otigt. Um die Kosten zu decken, wirbt die ESA f•ur jedesExperiment E i 2 E
einenSponsoran, der dasExperiment mit di bezuschusst.
Wie kanndie ESA die Projekte soausw•ahlen,dassder Gewinn(=Summe der Sponsorengelder
minus Kosten der n•otigen Instrumente) maximiert wird?
Betrachte ein Netzwerk mit Quelle q und Senke s, einemKnoten f•ur jedesExperiment und
einem Knoten f•ur jedesInstrument. Die Quelle ist mit den Instrumenten •uber eine Kante
verbunden,deren Kapazit•at den Kosten des Instruments entsprechen. Analog ist die Senke
mit Experimenten verbunden,und die Kapazit•aten dieserKanten entsprechen den Sponso-
rengeldern.Kanten unbeschr•ankter Kapazit•at verbindenInstrumente mit denExperimenten,
in denensie ben•otigt werden.

(a) Betrachte einenSchnitt (Q; S) endlicher Kapazit•at. Zeige,dassTi � S, falls E i 2 S.

(b) Wie kann man den Nettogewinn anhand desminimalen Schnittes berechnen?

(c) Finde einen Algorithmus, der entscheidet, welche Experimente durchgef•uhrt werden
sollenund analysieredessenLaufzeit.



A UF GABE 7 (4 Punkte):
Beweiseformal Beobachtung 2 aus dem Skript: F•ur jeden Fluss f und jeden Schnitt (Q; S)
gilt w(f ) = f (Q; S) � c(Q; S).

A UF GABE 8 (6 Punkte):
Zeige,dasseseinen Graphen und eine unendliche Sequenzvon Fv-Wegengibt, so dassder
Gesamt
uss nicht gegenden maximalen Fluss konvergiert.

(a) Betrachte den folgenGraphen:
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DieserGraph ist zun•achst noch keine zul•assigeEingabe f•ur das Flussproblem(Multi-
kanten, eingehendeKanten in der Quelle). Dennoch l•a�t sich die De�nition desFlusses
und von Fv-Wegeneinfach •ubertragen.Zeigezun•achst, dassesin diesemGrapheneine
unendliche Sequenzvon Fv-Wegengibt, die gegenden maximalen Fluss konvergiert,
ohneihn zu erreichen.

(b) ErweiteredenGraphenso,dasssich der maximaleFlussvergr•o�ert, aber die unendliche
Sequenznoch immer m•oglich ist.

(c) Erweitere die Konstruktion nun so, dasseskeine Multik anten mehr gibt und esnicht
mehr n•otig ist, Knoten auf Fv-Wegendoppelt zu besuchen. Trotzdem soll eineunend-
liche Sequenzvon Flussvergr•o�erungen erhalten bleiben.
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A UF GABE 9 (5 Punkte):
L•osedie beidenfolgendenProblememit Hilfe von Algorithmen f•ur maximaleMatchingsoder
Fl •usse.

(a) Eine Gruppe von p Familien geht zum Essen.Um die sozialeInteraktion zu erh•ohen,
wollen sie sich so auf q Tische verteilen, dasskeine zwei Mitglieder derselben Familie
an einemTisch sitzen. Familie i hat a(i ) Mitglieder und Tisch j hat b(j ) Pl•atze. Falls
m•oglich, �nde einezul•assigeZuordnung von Personenzu Tischen,die diesesZiel erf•ullt.

(b) Gegeben seieneineMengevon m Studierenden,die auf k •Ubungsgruppen verteilt wer-
den sollen. Alle Studierendenw•ahlen •Ubungsgruppen aus, denensie zugeteilt werden
k•onnen.Gesucht ist eineZuordnung von Studierendenzu •Ubungsgruppen, die die ma-
ximale •Ubungsgruppengr•o�e minimiert.

A UF GABE 10 (2 Punkte):
Die symmetrische Di�erenz � ist de�niert als A � B := (A [ B) n (A \ B). Zeige,dass�
assoziativist, d. h. f•ur MengenA; B ; C gilt (A � B) � C = A � (B � C).

A UF GABE 11 (8 Punkte):

(a) Sei M ein inklusions-maximalesMatching und M � ein maximum Matching. Zeige:
jM � j � 2 � jM j.
Tipp: Wenn man die richtige Idee hat, gibt eseinenrecht kurzen Beweis.

(b) Warum ist ein Sperr
uss auch im Niveaunetzwerk nicht immer auch ein maximaler
Fluss?Gib f•ur jedesk 2 N ein Niveaunetzwerk G mit O(k) Kanten an, so dassin G
ein Sperr
uss der Kapazit•at 1 existiert, der maximale Fluss aber 
(

p
k) betr•agt.

(c) Warum sind Teil (a) und Teil (b) zu einer Aufgabe zusammengefasst?Was ist die
Beziehung zwischen inklusions-maximalenMatchingsund maximum Matchingsauf der
einenSeiteund Sperr
 •ussenund maximalen Fl •ussenauf der anderenSeite?

A UF GABE 12 (5 Punkte):
Zeige,dassdasgewichtete maximum Matching Problemund dasMin-cost Matching Problem
aufeinanderpolynomiell reduzierbarsind.

(a) Reduzieredie beiden Probleme aufeinander unter der Annahme, dass die Graphen
vollst•andig sind.

(b) Reduzieredie Varianten f•ur allgemeineGraphen auf die Varianten f•ur vollst•andige
Graphen.
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A UF GABE 13 (5 Punkte):
Betrachte das folgendeLP:
Maximiere die Zielfunktion

f (x) = x1 + x2

unter den Nebenbedingungen

x2 � 6 (1)

2 � x1 + 3 � x2 � 28 (2)

2 � x1 + x2 � 20 (3)

(a) L•osedasLP graphisch.

(b) Entferne die Nebenbedingung(2). Waspassiertmit der L•osung?

(c) Entferne die Nebenbedingung(3). Waspassiertnun mit der L•osung?

A UF GABE 14 (5 Punkte):
Mul ticommodity-Flo w{Probleme sind Erweiterungendes einfachen Flussproblemsund
lassensich wie folgt umschreiben: Es gibt mehrereQuelle-Senke-Paare(qi ; si ), 1 � i � I , zwi-
schendenenjeweilsein Flussf i 
ie�t. Die Kantenkapazit•aten beschr•anken dann denGesamt-

uss aller

"
Commodities\ (G•uter) •uber die jeweilige Kante. Wir betrachten zwei Varianten,

die sich in der zu maximierendenGr•o�e unterscheiden:

1. Absolute Variante: Maximiere den Gesamt
uss, alsodie Summeder Fl •usse.

2. Relative Variante: Es gibt zus•atzlich Bedarfedi , 1 � i � I , die denFluss der jeweiligen
Commodity beschr•anken. Der relative Fluss f•ur Commodity i ist f i =di . Maximiere das
Minimum der relativen Fl •usse.

Formuliere beideVarianten als LP und bringe sie in Normalform.

A UF GABE 15 (5 Punkte):
Zeige, dassder Matching-Algorithmus von Hopcroft und Karp dem Flussalgorithmus von
Dinic entspricht.

(a) Beweise,dasseine maximale Menge k•urzester knotendisjunkter Wegeim gerichteten
GraphenGM einemSperr
uss im NiveaugraphenR0

M entspricht.



(b) Beweise,dassein Sperr
uss im NiveaugraphenR0
M einerMengeknotendisjunkter Wege

in GM entspricht.

A UF GABE 16 (5 Punkte):
Betrachte dasProblemBipar tit-Ver tex-Co ver : SeiG = (U[ W; E) ein bipartiter Graph.
Finde einekleinste KnotenmengeC � U [ W, sodassf•ur alle Kanten (u; w) 2 E gilt u 2 C
oder w 2 C.
Beweise: Wenn C eine kleinste Knotenmengemit der obigen Eigenschaft ist und M ein
maximum Matching auf G ist, dann gilt jCj = jM j. In Worten: Zeige

"
Minimum-Vertex-

Cover=Maximum-Matching\ .
Tipp: Benutze das

"
Min-Cut=Max-Flo w\ {Theorem.
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A UF GABE 17 (2 Punkte):
Betrachte einen naiven Algorithmus zur L•osung von LPs. Der Algorithmus berechnet alle
Schnittpunkte der Hyperebenenund berechnet den Wert der Zielfunktion, falls der Schnitt-
punkt ein Knoten desL•osungspolyhedronsist. Schlie�lic h liefert er einenKnoten mit maxi-
malem Zielfunktionswert. Wieviele Schnittpunkte gibt esh•ochstens?Beurteile die E�zienz
desAlgorithmus.

A UF GABE 18 (5 Punkte):
Finde ein LP, f•ur dasder Simplex-Algorithmus exponentielle Laufzeit haben kann.

(a) Betrachte den n-dimensionalenHyperw•urfel. Finde Nebenbedingungen,so dass das
L•osungspolyhedron diesemW•urfel entspricht.

(b) Die Zielfunktion kann durch eineGerade(mit Richtung) im Rn repr•asentiert werden.Es
ist daherausreichend, zwei Punkte P1 und P2 anzugeben, die dieseGeradebestimmen.

Finde durch Angabe von P1 und P2 einegeeigneteZielfunktion, so dasses

(c) einenexponentiell langen(in n) kreisfreienWegvon P1 nach P2 gibt, auf dem sich der
Wert der Zielfunktion nicht verkleinert. Wie sieht dieserWeg aus?

Tipp 1: P1 und P2 sind Knoten desW•urfels.
Tipp 2: Gehezur Konstruktion desWegesinduktiv vor.

DieseKonstruktion hei�t Klee-Minty-Cube und kann auch noch so ver•andert werden, dass
die Wegeecht verbesserndsind.

A UF GABE 19 (7 Punkte):
Wir betrachten LPs von besonderseinfachem Charakter und zeigen,dassdiesemit einem
Algorithmus f•ur dasK•urzeste-Wege-Problemgel•ost werdenk•onnen.

Betrachte ein LP mit n Variablen und m Nebenbedingungen,bei dem die Nebenbedingungs-
matrix in jeder Zeile genaueine1 und eine � 1 enth•alt. Dann haben die Nebenbedingungen
die Form

x j � x i � bk :

Es handelt sich also um Di�erenzbedingungen.Betrachte den gewichteten gerichteten Gra-
phen G = (V; E), der einenKnoten f•ur jede Variable enth•alt sowie einenzus•atzlichen Start-
knoten v0. Die Nebenbedingungenwerdenzu gerichteten Kanten und je eineKante verbindet
v0 mit allen anderenKnoten. Formal ist ist V := f v0g [ f v1; : : : ; vng und

E := f (vi ; vj ) j x j � x i � bk ist eineNebenbedingungg [

(f v0g � f v1; : : : ; vng):



F•ur i; j 2 f 1; : : : ; ng hat Kante (vi ; vj ) das Gewicht w(vi ; vj ) = bk , wobei bk die Schranke
der zugeh•origen Nebenbedingungist, und die Kanten (v0; vi ), 1 � i � n haben das Gewicht
w(v0; vi ) = 0. Zeige:

(a) Wenn der Vektor (x1; : : : ; xn ) eine zul•assigeL•osungist, so ist auch der Vektor (x1 +
c;: : : ; xn + c) f•ur beliebigesc 2 R einezul•assigeL•osung.

(b) Falls G keinenKreis mit negativem Gesamtgewicht enth•alt, ist der Vektor

x := (d(v0; v1); : : : ; d(v0; vn ))

eine zul•assigeL•osung,wobei d(v; w) die L•angeeinesk•urzestenWegeszwischen v und
w in G ist.

(c) Falls esin G einenKreis mit negativem Gewicht gibt, existiert keineL•osung.

(d) Gib einenAlgorithmus an, um dasLP zu l•osenund analysieredessenLaufzeit.

A UF GABE 20 (6 Punkte):
Formuliere die folgendendrei Problemeals ILP:

(a) SAT,

(b) Travelling SalespersonProblem (TSP),

(c) Spannbaum.
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Dasim Algorithmus SeideLPverwendeteL•osungskonzeptkann auch auf andereProblemstel-
lungen angewendet werden. Wir geben ein Beispiel. Aufgaben 21 bis 24 auf diesemZettel
beziehensich auf den im FolgendenbeschriebenenAlgorithmus.

Gegeben sei eine MengeM mit m Punkten im Rd. Wir suchen die kleinste umschlie�ende
Kugel f•ur die Punkte in M . DieseKugel bezeichnen wir mit ball(M ). Eine MengeB � M
bezeichnenwir alsBasisvon M , falls ball(M ) = ball(B ) gilt. Man kann zeigen,dassesimmer
eineBasisder Kardinalit •at h•ochstensd + 1 gibt. Wir suchen eineminimale Basis, also eine
Basis, aus der kein weiterer Punkt entnommen werden kann, ohne die Basiseigenschaft zu
zerst•oren. Die minimale Basismu� nicht eindeutig sein.Falls eineminimale BasisB bekannt
ist, k•onnenwir die gesuchte Kugel ball(B ) = ball(M ) leicht berechnen. Deshalbsind wir an
einer minimalen Basis interessiert.
Der folgendeAlgorithmus liefert zu einer Punktmenge M eine minimale Basis B . Der Al-
gorithmus ist rekursiv. Als Eingabe erh•alt der Algorithmus eine PunktmengeM sowie eine
schon teilweiseberechneteminimaleBasisB . Der Algorithmussoll dieseTeilbasissoerg•anzen,
dasssie am Ende einer vollst•andigenminimalen Basis f•ur die Punkte in B [ M entspricht.
Der initiale Aufruf startet mit B = ; . Im Verlauf des Algorithmus werden nach und nach
geeignetePunkte von M nach B verschoben, bis B zu einerminimalen Basisherangewachsen
ist. Ein Algorithmus zur Berechnung der Funktion ball(B ) sei bereits de�niert.

Algorithm us minB asis(M ; B)

if M = ; then
return B

else
W•ahle einenPunkt p 2 M zuf•allig gleichverteilt
Berechne rekursiv B 0 := minB asis(M n f pg; B)
if p 2 ball(B 0) then

return B 0

else
return minB asis(M n f pg; B [ f pg)

end if
end if

A UF GABE 21 (2 Punkte):
Zeige,dassdie minimale Kugel eindeutig bestimmt ist.
Tipp: Widerspruchsbeweis.

A UF GABE 22 (5 Punkte):
Warum berechnet der Algorithmus minB asis(M ; ; ) eineeineminimale Basisvon M ?



(a) Vereinfache zun•achst und beweise die Korrektheit unter der Annahme, dasses eine
eindeutigeminimale BasisB gibt.

(b) Gib ein Beispiel f•ur die Existenz mehrererminimaler Basen.

(c) Begr•unde die Korrektheit desAlgorithmus auch bei der Existenz mehrererminimaler
Basen.

A UF GABE 23 (4 Punkte):
Berechne die erwartete Laufzeit des Algorithmus minBasis unter der Annahme, dass alle
einfachen Schritte wie etwa das Entfernen und Hinzuf•ugen von Punkten zu Mengen oder
auch der Test p 2 ball(B 0) in Zeit poly(d) ausgef•uhrt werden k•onnen, wobei poly(�) eine
geeignetepolynomielleFunktion ist.

A UF GABE 24 (4 Punkte):
Esgibt zahlreicheanderegeometrischeProbleme,die nach demgleichenPrinzip gel•ost werden
k•onnen.

(a) Beispielsweiseist die Gr•o�e der minimalenBasisbei volumen-minimalenEllipsenh•ochs-
tens d(d + 3)=2. Wie wirkt sich die Basisgr•o�e im Allgemeinen auf die Laufzeit des
Algorithmus minBasisaus?

(b) Wie k•onnte man die
"
Basis\ beim Algorithmus SeideLPzur L•osungvon LinearenPro-

grammende�nieren?

A UF GABE 25 (5 Punkte):
Sei f (d) = d � f (d � 1) + d2 + d und f (1) = 1. Zeige,dasseseineKonstante k0 > 0 gibt, so
dassf (d) � k0d! f•ur alle d � 1 gilt.
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A UF GABE 26 (5 Punkte):
Eine Variante desrandomisiertenMin-Cut-Algorithm us w•ahle nicht, wie •ublich, zuf•allig ei-
ne Kante, um diesezu kontrahieren, sondernw•ahle uniform zuf•allig zwei Knoten aus, und
verschmelzesie zu einem einzelnenKnoten. Zeige,dasses Eingaben gibt, auf denendieser
modi�zierte Algorithmus nur mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit einen minimalen
Schnitt �ndet.

A UF GABE 27 (5 Punkte):
Betrachte einenGraphenmit n Knoten.

(a) Wie kann man mit Hilfe von O(n2) Aufrufen einesMax-Flow-AlgorithmusdenMin-Cut
berechnen?

(b) Geht dasauch mit nur n � 1 Aufrufen?

A UF GABE 28 (5 Punkte):
Sein die Anzahl der Knoten in einemGraphen.

(a) Finde einenGraphen, in dem es n(n� 1)
2 verschiedeneminimale Schnitte gibt.

(b) Zeige,dassesnicht mehr als n(n� 1)
2 verschiedeneminimale Schnitte geben kann.

A UF GABE 29 (5 Punkte):
Nachdemein Schi� einenHafenangelaufenhat, gehendie 40Matrosenerholungssuchendnach
langenWochen auf Seevon Bord. Sp•ater in der Nacht kehren sie nacheinanderzur•uck und
w•ahlen,da sienicht mehr zu weitergehenderOrientierung f•ahig sind, zuf•allig eineleereKaj •ute
aus,um darin die Nacht zu verbringen.Wie gro� ist die erwartete Anzahl von Matrosen,die
in ihrer eigenenKaj •ute schlafen?



Berthold V•ocking Dortmund, den 7. Juni 2004
Simon Fischer, Christine Heller Abgabe 17. Juni 2004um 14:00

•Ubungenzur Vorlesung

E�zien te Algorithmen und Komplexit •atstheorie

SoSe2004

Blatt 8

A UF GABE 30 (4 Punkte):
Betrachte die Rekursionsformel

T(n) = 2T
�

1 +
�

n
p

2

� �
+ n2:

L•osedieseRekursionsformelnach dem
"
Kochrezept\ (Seite 22) im Skript.

A UF GABE 31 (3 Punkte):
Wie kann man in Zeit O(n) die Kontraktion einerKante, insbesondereauch die Auswahl der
Kante, implementieren. Welche Datenstrukturen kann man benutzen?
Gehedavon aus, dassesm•oglich ist, in konstanter Zeit eine Zahl zuf•allig gleichverteilt aus
der Mengef 1; : : : ; kg f•ur beliebigesk zu ziehen.

A UF GABE 32 (6 Punkte):
Wir g•onnenuns einenalternativen Blick auf den RekursionsbaumdesAlgorithmus fastcut.
DieserBaum ist ein vollst•andiger Bin•arbaum der H•ohe �(log n). Angenommen,jede Kante
in diesemBaum bricht mit Wahrscheinlichkeit q, und sei �q = 1� q. Seip(k) die Wahrschein-
lichkeit, dasses einen Pfad von einem gegebenenKnoten v der H•ohe k zu einem Blatt im
Teilbaum unterhalb von v gibt, wobei Bl•atter die H•ohe0 haben. Wir haben in der Vorlesung
gesehen,dass

p(k) = 1 � (1 � �q � p(k � 1))2

f•ur k � 1 ist, und p(0) = 1. Au�erdem haben wir dieseRekurrenz f•ur den Fall q = 1
2 gel•ost

und gezeigt,dassin diesemFall p(k) = 
( 1
k ) ist.

(a) Angenommen,q = 1
2. Zeige:p(k) = O( 1

k ).

(b) Angenommen,q = 1
2 � � , f•ur konstantes � > 0. Zeigep(k) � c, wobei c 2 (0; 1) ein

geeigneterkonstanter Term ist, d.h. ein Term, der nur von � aber nicht von k abh•angt.

(c) Angenommen,q = 1
2 + � , f•ur konstantes � > 0. Zeigep(k) � ck , wobei c 2 (0; 1) ein

geeigneterkonstanter Term ist.

A UF GABE 33 (3 Punkte):
Die L•osungf•ur Aufgabe 32(b) zeigt, dassman die Erfolgswahrscheinlichkeit von Algorithmus
fastcut signi�k ant erh•ohen kann, wenn man die Fehlerwahrscheinlichkeit q nur ein wenig
verringert. Zum Beispiel,wenn wir Zeile 3 desAlgorithmus in

t := d1 + 0:8ne



ver•andern, dann ist �q = 0:82 = 0:64 und die L•osung f•ur Aufgabe 32(b) zeigt, dassfastcut
konstante Erfolgswahrscheinlichkeit erreicht. Ist dieseVer•anderungalsoeinegute Idee?

A UF GABE 34 (4 Punkte):
Betrachte einenKreis mit Umfang 1. Auf diesenKreis werdenzuf•allig gleichverteilt n Punkte
geworfen.

(a) Wie gro� ist die erwartete Intervalll •ange?

(b) Wie gro� ist die erwartete L•angedesIntervalls, in dem der 12-Uhr-Punkt liegt?

Tipp: Es ist keine langeRechnung notwendig.
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A UF GABE 35 (5 Punkte):
Anl•asslich der Fussball EM steckt in jedem Duplo eines von n Sammelbildchen (zuf•allig
gleichverteilt). Wie viele Duplos musst Du im Erwartungswert kaufen, bis Du alle Bilder
zusammenhast?

(a) SeiTi die Anzahl von Duplos,die Du kaufenmusst,wennDu bereits i Bilder gesammelt
hast, um ein neuesBild zu erhalten. Wie gro� ist E[Ti ]?

(b) Sei T die erwartete Anzahl von Duplos bis zum Erhalt aller Bildchen. Wie gro� ist
E[T]?

Tipp: Benutze die Linearit •at desErwartungswertes und die harmonische Reihe.

(c) Zeigezus•atzlich: T = O(n logn) mit hoher Wahrscheinlichkeit.

A UF GABE 36 (5 Punkte):
Gegebenseiein LasVegasAlgorithmusA. Seif (n) eineobereSchrankef•ur die erwartete Lauf-
zeit von A bei Eingabegr•o�e n. Um Algorithmus A mit der im Skript beschriebenenMethode
in einenMonte Carlo Algorithmus B mit Erfolgswahrscheinlichkeit B zu transformieren,der
eineErfolgswahrscheinlichkeit von 99; 9% hat, mussder Algorithmus f•ur 1000� f (n) Schritte
laufen. Geht dasmit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsampli�k ation auch schneller?

A UF GABE 37 (5 Punkte):
Wir werfen n B•alle uniform zuf•allig in n Kisten. SeiA i = A i (n) die Anzahl der Kisten mit i
B•allen.

(a) Analysiere die erwartete Anzahl der Kisten, die keinen Ball erhalten. Berechne insbe-
sonderelimn!1 E[A0=n]. Hinweis:Berechne zun•achst die Wahrscheinlichkeit, dasseine
Kiste leer bleibt. Die Gleichung limx!1 (1 � 1

x )x = 1
e ist dabei n•utzlich. Aus dieser

Wahrscheinlichkeit l•asstsich der gesuchte Erwartungswert mit Hilfe der Linearit •at des
Erwartungswertesherleiten.

(b) Berechne limn!1 E[A i =n], f•ur festesi � 1. Hinweis:Gib •ahnlich wie in Aufgabe (a) vor.
Verwende Binomialkoe�zien ten zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten. F•ur festes
i � 0 gilt limx!1 (1 � 1

x )x� i = 1
e.

A UF GABE 38 (5 Punkte):
Drei Freunde (Andreas, B•arbel und Christian) nehmen an einer Fernsehshow teil. In der
letzten Rundewird jedemder drei Freundeein Hut mit einerzuf•alligen Farbe aufgesetzt,rot
oder gr•un, jeweils unabh•angig mit 50%Wahrscheinlichkeit.



Jederder drei sieht die Farben der anderen,nicht aber seineeigene,und darf einenverdeck-
ten Tipp •uber die Farbe des eigenenHutes abgeben oder sich enthalten. Die drei Freunde
gewinneneineKa�eemaschine, wenn mindestenseinervon ihnen einenrichtigen Tipp abgibt
und keiner einenfalschen Tipp.
Wie sollen sich die drei Freundeverhalten und welche Erfolgswahrscheinlichkeit k•onnen sie
bei geschickter Strategiewahl erzielen?{ Unterhalten und Zeichengeben w•ahrend desSpiels
sind verboten. Vorabsprachen zur Verabredungeiner Strategie sind erlaubt. Behauptung:
weit mehr als 50%Erfolgswahrscheinlichkeit sind m•oglich.
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A UF GABE 40 (5 Punkte):
Betrachte die drei Varianten von Ver tex-Co ver Probleme

� EV C { Entscheidungsvariante:
"
Gibt esein Vertex Cover der Kardinalit •at k?\

� OVC { Optimierungsvariante:
"
Welche Kardinalit •at hat daskleinste Vertex-Cover?\

� MinV C { Konstruktion der L•osung:
"
Finde eine kleinstes Vertex-Cover und gib es

aus.\

Zeige,dassdie Varianten polynomiell aufeinanderreduzierbarsind. (Dabei ist die Richtung
MinV C ) OVC ) EV C trivial.)

(a) Nimm an, dassDu einen Algorithmus f•ur EV C mit Laufzeit poly(n) zur Verf•ugung
hast. Gib einenPolynomialzeitalgorithmus f•ur OVC an.

(b) Nimm an, dassDu einen Algorithmus f•ur OVC mit Laufzeit poly(n) zur Verf•ugung
hast. Gib einenPolynomialzeitalgorithmus f•ur MinV C an.

Zeigejeweilsauch die Korrektheit und begr•unde,warum der konstruierte Algorithmuswieder
polynomielleLaufzeit hat.

A UF GABE 41 (5 Punkte):

(a) Finde einenGraphen, f•ur den der vorgestellteAlgorithmus Approx-VC ausdem Skript
immer einesuboptimale L•osungliefert.

(b) Betrachte denGreedy-Set-Cover AlgorithmusausdemSkript. Finde eineKlassevon un-
gewichteten Set-Cover Instanzen,f•ur die die erreichte Approximationsg•ute nur O(logn)
ist.

A UF GABE 42 (5 Punkte):
Wir werfenn logn B•alle in n Kisten. Im Erwartungswert erh•alt jedeKiste o�ensichtlich logn
B•alle.
Zeige:In der Kiste mit den meistenB•allen landen ebenfallsnur O(logn) B•alle m.h. W.
Tipp: Folgedem Beweis von Satz 10 ausdem Skript.

A UF GABE 43 (5 Punkte):
Der randomisierteRouting-Algorithmusberechnet Wegemit CongestionO(opt�logm) m.h. W.
Der Algorithmus geht davon aus,dassalle Kanten gleichartig sind. Dies ist h•au�g nicht der



Fall, sondernKanten haben beispielsweiseBitraten. DieseBitraten modellierenwir in Form
von Kantengewichten b : E ! N. Die Congestioneiner Kante e de�nieren wir entsprechend
als

C(e) =
X

i 2 [k]:e2 Pi

di

b(e)
:

Kanten mit h•ohererBitrate k•onnenalsobei gleicher Congestionmehr Daten •ubertragen. Im
gleichen Sinne•andern wir das LP f•ur das Mehrg•uter
ussproblem. Dadurch erhalten wir die
modi�zierte Bedingung

8e 2 E :
X

i 2 [k]

f i;e
di

c(e)
� C:

Alle anderenDetails lassenwir zun•achst unver•andert.

(a) Beschreibe ein einfachesBeispielnetzwerk mit einemFluss,sodassnach dem randomi-
sierten Runden die Congestionmit Wahrscheinlichkeit 1

2 auf opt(m � 1) ansteigt.

Tipp: Das Netzwerk ist ein gerichteter Multigraph bestehendausnur zwei Knoten mit
m parallelenKanten mit geeignetenGewichten.

(b) Wo versagt der in der Vorlesung pr•asentierte Beweis, wenn man gewichtete Kanten
erlaubt?

(c) Wir stellen uns vor, ein Orakel verr•at uns die optimale Congestion,alsoden Wert von
opt. Wie k•onnen wir den Algorithmus reparieren, so dasswir wieder eine O(logm)-
Approximation erhalten?

Tipp: Modi�ziere daslineareProgramm.Welche Kanten sollten f•ur welche Commodity
verboten werden?
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A UF GABE 44 (5 Punkte):
Ein FPAS ist ein Approximationsschema f•ur ein Optimierungsproblem �, dessenLaufzeit
polynomiell sowohl in jI j als auch in 1=� ist, wobei I eineEingabe f•ur � und � den Fehlerpa-
rameter bezeichnet. Beachte, dassdie Laufzeit einesFPAS polynomiell im Wert von 1=� sein
darf, und nicht polynomiell in der L•angeder Bin•ardarstellung log(1=�).
Sei ein SuperPAS ein Approximationsschema, dessenLaufzeit polynomiell sowohl in jI j als
auch in log(1=�) ist. Zeige,dassunter den Annahmenvon Satz 12 ausKapitel 4 gilt: Falls �
NP-hart ist, hat � kein SuperPAS.
Daraus folgt, dassNP-harte Probleme kein SuperPAS erlauben, und daher ein FPAS das
bestm•ogliche Approximationsschemadarstellt.

A UF GABE 45 (5 Punkte):
F•ur das Scheduling-Problem auf m Maschinen seienn = 2m Jobs gegeben, und es gelte
p1 � p2 � : : : � pn .

(a) Angenommenman wei�, dassder optimale Schedule jeder Maschine genau2 Jobs zu-
ordnet. Zeige,dassdie Zuordnung

"
Maschine i bekommt die Jobs i und n � i + 1\ (f •ur

i = 1: : : m) ein optimaler Scheduleist.

(b) Es seiennun beliebig viele Jobs pro Maschine erlaubt, wobei insgesamt weiterhin 2m
Jobs vorhandensind. Zeige:Es gibt eine Eingabe, f•ur die die Heuristik Longest Pro-
cessingTime (LPT) nicht optimal arbeitet.

A UF GABE 46 (5 Punkte):

(a) Gib einen pseudopolynomiellen Algorithmus zur L•osung des Minimum Makesp an
Scheduling Problemsauf m = 3 Maschinen an.

Tipp: De�niere eineboolescheFunktion f folgenderma�en.Esgilt: f (a1; a2; a3; i ) = 1 ,

"
F•ullstand (a1; a2; a3) ist exakt erreichbar mit den Jobs1: : : i\ .

(b) Entwirf unter VerwendungdesAlgorithmus aus (a) ein FPAS zur Approximation des
Minimum Makesp an Scheduling Problemsauf 3 Maschinen.

(c) Wie steht dies im Verh•altnis zur starken NP-H•arte von Minimum Makesp an Sche-
duling ?

A UF GABE 47 (5 Punkte):

(a) Zeige,dassdasallgemeineTSP stark NP-hart ist.

Tipp: ReduziereHamil ton-Kreis auf dasTSP in un•arer Codierung.

(b) Gilt obigeAussageauch f•ur dasmetrische TSP?
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A UF GABE 48 (6 Punkte):
Beweise die drei S•atze auf Seite 8 des Skripts. Alle drei S•atze beziehensich auf Online-
Algorithmen f•ur dasPaging-Problem.

(a) FIFO ist kein Marking-Algorithm us.

(b) FIFO ist (dennoch) k-competitiv e.

(c) LIFO ist nicht competitiv e.

A UF GABE 49 (5 Punkte):
Betrachte das folgendeProblem: Von zwei Rechnern a und b aus soll auf eine gemeinsame
Datei zugegri�en werden.Die Datei kann entwederauf Rechner a oder auf Rechner babgelegt
werden.
Wird auf die Datei zugegri�en, w•ahrend sie auf dem eigenenRechner liegt, verursacht dies
keineKosten. Wird auf die Datei zugegri�en, w•ahrend sieauf dem entfernten Rechner liegt,
verursacht dies Kosten 1. Zus•atzlich besteht die M•oglichkeit, eine Kopie der Datei auf dem
lokalenRechner anzulegen,und die Versionauf dem entfernten Rechner zu l•oschen. Diesver-
ursacht zus•atzlich Kosten 1. Dadurch k•onnenm•oglicherweisein der Zukunft Kosten gespart
werden.M•ogliche Eingabesequenzensind Sequenzenvon Zugri�en der beidenRechner, also
W•orter •uber f a;bg.
Finde einenonline-Algorithmus, der 4-competitiv e ist und beweisedies.

A UF GABE 50 (5 Punkte):
Betrachte das Inter vall Rucksa ck Pr oblem : Wie beim bekannten Rucksa ck Pr o-
blem sind n Objekte mit Nutzen- und Gewichtswerten gegeben.Zus•atzlich zu der bekannten
oberenGewichtsschranke G1 gibt esnun noch eineuntere Gewichtsschranke G2. Gesucht ist
eineBepackung mit maximalemNutzen, die beideGewichtsschranken respektiert.

(a) Finde einen pseudopolynomiellen Algorithmus f•ur das Inter vall Rucksa ck Pr o-
blem .

(b) Zeige, dasses f•ur kein � (n) > 0 einen Algorithmus geben kann, der in polynomiell
vielen Schritten eine � (n)-Approximation f•ur diesesProblem berechnet, es sei denn,
P = N P.



A UF GABE 51 (4 Punkte):
Du m•ochtest in den Semesterferienan der Adria Surfen lernen. Du hast die M•oglichkeit,
ein Surfbrett f•ur 30

�

pro Tag oder f•ur 330
�

f•ur die ganzeSaisonzu mieten. Wenn Du das
Surfbrett gleich am ersten Tag f•ur die ganzeSaisonmietest, k•onnte es passieren,dassDu
feststellst, dassSurfen nicht Deine Sache ist. Du h•attest dann Kosten von 330

�

, obwohl
30

�

ausreichend gewesenw•aren, d. h. einenVerlustfaktor von 11. Deine Entscheidung wird
dadurch erschwert, dassDu jedenTag mit dem Einsetzender j•ahrlichen Algenplagerechnen
musst, so dassDu nicht wei�t, wie lang Dein Urlaub noch dauert. Es scheint, egal wie Du
Dich verh•altst, Deine Entscheidung ist beliebig schlecht.
Finde eine Strategie, bei der Du h•ochstensdoppelt so viel ausgeben musst wie jemand, der
die Zukunft kennt, alsogenauwei�, an welchem Tag die Algenplageeintreten wird.


